欧 赛 常用 知识 手册 


数论 部 分 
1 整除 


1. 定 义 

对 于 整数 a、b(b =0) ,存在 整数 gq, 满足 
a= bg 就 叫做 a 能 被 5 整除 , 记 作 中 a. 其 中 
a 叫做 b 的 倍数 ,5 叫做 a 的 约 数 ( 因 数 ) 

车 b= 十, 则 5 叫做 a 的 真 约 数 

若 a 不 能 被 5 整除 , 则 记 作 bta 

如 果 al 5, a "4b,+t EN, 记 作 af |b. 

2. 关于 整除 的 一 些 简单 性 质 

(bl0, +1| a, al a (a 70). 

(2 车 9a,a 用 , 则 1 可 4 村 al. 

(3) 车 co] b,b| a, 则 a| a. 

(4 车 BH a,c #0, 则 bc] ac. 

(5) 若 da,c| b, 则 

cl fma+ nb) (msn ED 


介 车 yo -0.5 能 整除 ma， … a 
中 的 上 -1 个 , 则 5 能 整除 男 一 个 
2 同 余 


1 定义 

设 m 为 正 整数 , 若 整 数 a 和 5b 被 m 除 
的 余数 相同 , 则 称 a 和 6b 对 模 m 同 余 , 记 作 

a =b{mod m) 

2. 基本 性 质 

(VU a =b{(mod m) sn (b- a) 

(2) a =b{mod m) 

b= km+a (k ED. 

(3) a =a(mod m). 

你 若 a 二 b(nmod m) , 则 b =a(mod m). 

全 车 a 寺 b(mod m) ,bc(mod m) , 则 


a =c(mod m). 

(0) 若 a 二 b (mod m), c=d(mod m), 
则 

a tc =b 士 dfmod m), 

ac =bd (mod m), a” =b" (mod m). 

们 车 ac 二 be {mod m),(c,m) = d, 则 

a = mod 2 - 

其 中 符号 fc, m) 表示 c 与 m 的 最 大 公约 数 
特别 地 , 当 (c, m) = 1 时 , 若 ac 二 be 
fmod m) , 则 a =b(mod m). 

3. 同 余 类 

由 关于 模 m 同 余 的 整数 组 成 的 集合 ,每 
一 个 集合 叫做 关于 模 m 的 同 余 类 (或 叫做 关 
于 模 m 的 剩余 类 ) . 

由 于 任何 整数 被 m 除 的 余数 只 能 是 
0,1,…, m - 1 这 m 种 情形 ,所 以 ,整数 集 可 
以 按 对 模 m 同 余 的 关系 分 成 m 个 子 集 : 

A0,Al, ,Am-1. 

其 中 4,={ gm + i m 为 模 ,g E22,i=0,1, 
1 

所 有 的 4,(1=0,1,…, m - 1 满足 

4. 完全 剩余 系 

从 模 m 的 m 个 同 余 类 4o, 41，… 
4m-1 中 ,每 一 类 4, 取 一 数 a, 则 ao, ai,… 
an - 1 叫做 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 (简称 m 
的 完 系 ) 

最 简单 的 模 m 的 完全 剩余 系 是 

0,1, ,mm- 1, 

也 叫做 模 m 的 最 小 非 负 完 系 . 

显然 m 个 相继 整数 构成 模 m 的 一 个 完 

系 


3 ”质数 与 合 数 


1. 一 个 大 于 1 的 整数 ,如 果 只 有 1 和 它 
本 身 作为 它 的 约 数 , 这 样 的 正 整数 叫做 质数 
(也 叫 素数 ) ;如 果 除了 1 和 它 本 身 之 外 还 有 
其 他 的 正 约 数 ,这 样 的 正 整数 叫做 合 数 . 

1 既 不 是 质数 也 不 是 合 数 . 因此 , 正 整数 
集 Z- 满 足 

Z- ={1} 质数 ) Uf 合 数 }. 

2. 大 于 1 的 整数 的 所 有 真 约 数 中 ,最 小 
的 正 约 数 一 定 是 质数 . 

3. 合 数 a 的 最 小 质 约 数 不 大 于 Ja. 

4. 质数 有 无 穷 多 个 . 

5. 不 存在 这 样 的 整 系数 多 项 式 


f(W= De 
使 得 对 任意 的 自然 数 n,f( 汉 都 是 质数 . 
6. 威 尔 偿 (Wilsomy) 定理 
为 质数 的 充分 必要 条 件 是 
(p- LU !- 1 (mod p). 


4 质 因数 分 解 


1. 质 因数 分 解 定理 (整数 的 唯一 分 解 定 
理 ) 


每 一 个 大 于 1 的 整数 都 能 分 解 成 质 因数 
连 乘积 的 形式 ,上 且 如 果 把 这 些 质 因数 按照 由 
小 到 大 的 顺序 排列 (相同 因数 的 乘积 写成 知 
的 形式 ) ,这 种 分 解 方法 是 唯一 的 . 

2. 整数 fn > 1 的 标准 分 解 式 为 


"= Tr” @ 
其 中 p 为 质数 ,4 为 正 整数 ,1=1,2，… mm 

3. 约 数 个 数 定理 

设 d(m) = 2 表示 大 于 1 的 整数 "的 
所 有 正 约 数 的 个 数 , n 的 标准 分 解 式 为 式 也 
则 

dw = I (1+ay. 

4 约 数 和 定理 

设 fm = 2 表示 大 于 1 的 整数 n 的 
所 有 正 约 数 的 和 ,n ee 


pl 


ey T+ 0 


5 在 前 标准 分 解 式 中 , 质 因数 p 的 方 
器 为 过 天 其 中 记号 [x 表示 不 超过 x 


的 最 大 整数 
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5 公约 数 和 公 售 数 
1. 公约 数 和 最 大 公约 数 
(UV 若 <| acl oa … 
ai, 92,"… an 的 公约 数 
an 的 所 有 公约 数 中 最 大 的 一 
…, an 的 最 大 公约 数 . 记 作 


c| an, 则 c 称 为 


al,a2, 
个 称 为 a, aa, 
(al 0, ,an). 
人 着 ， al, q2,…, an 的 标准 分 解 式 为 


sj jt 


其 中 p, 为 质数 ,ai, 久 ，… 6 为 非 负 整数 ， 
i=1,2,…,m, 则 

(a1,q1, … am = i 
其 中 ,+ = minf 4,,8,， 

(3) 如 果 人 那么 ,a 和 4b 的 
公约 数 的 集合 与 5 的 约 数 集合 相等 . 

他 如 果 a 是 5 的 倍数 , 则 (a, Bb) = 。， 
gr EZ 

(5) 设 a 和 6b 是 不 同时 等 于 1 的 正 整数 ， 


且 4d= axo + byo 是 形 如 ax + by(x、y 是 整 
数 ) 的 整数 中 的 最 小 正 整数 , 则 d= (a, . 
( 亿 正 整数 a 和 b 的 公约 数 集合 与 它们 
的 最 大 公约 数 的 约 数 集合 相等 . 
(人 0) 设 m 是 任意 正 整数 , 则 
(am, bm) = (a,b)m. 
{8) 设 mn 是 a 和 6。 的 一 个 公约 数 , 则 
-也 了 = 
Nn 
亿 ) 设 正 整数 a 和 b(a> 书 满 足 等 式 
a=bg+r, 0 <r<b,gqg.r €Z 
则 (a,B = (b, 7). 
由 此 可 得 到 求 a、b 最 大 公约 数 的 驾 转 
相 除 法 . 


设 a= bqi+ n,0 <m<b. 

若 m=0, 则 (a,b)=b. 

若 ni 癌 , 则 又 可 用 m 去 除 5 得 
b=ng+n,0 <n<n. 

若 =0, 则 (a,bB=(b,r)=n 

若 rm 加 ,再 用 nn» 去除 nn 得 
n=mg+n,0<n<n. 

如 此 继续 下 去 ,由 于 b>m>m>n> 


以 及 nfi=1,2, 是非 负 整数 , 则 一 定 在 
进行 到 某 一 次 时 ,例如 第 n+ 1 次 得 到 r。-1 
=0. 但 由 于 x 交 , 则 有 

(a b=(b,r)= (n,m = 

一 fm- ra = rn. 

用 此 法 还 可 以 求 (5) 中 形 如 ax + by 的 
最 小 正 整 数 4 = axo + byo 

2. 公信 数 和 最 小 公信 数 

(Uy 著 ml b, al 5 … an| 5b, 则 5b 称 为 
al oa, … an 的 公信 数 . al, aa，… au 的 所 
有 公信 数 中 最 小 的 一 个 称 为 aa,… an 的 
最 小 公信 数 记 作 [a aa ao 

人) 着 a, aa, … qn 的 标准 分 解 式 为 


a= 还 m= I “a Th 
其 中 p, 为 质数 , a,, B,…, 5, 为 非 负 整数 ， 
i=1,2,…,m, 则 


“an]= Lh. 
其 中 ,n= maxf{ ,B62}. 

(3) ai, a2,…, qs 的 最 小 公 倍数 是 它们 
的 任 一 公 售 数 的 约 数 . 


i 
{a,b 


[al ,aa … 


(W [a,b]= 
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6 互 质数 , 费 马 小 定理 和 孙子 定理 


1. 互 质数 

中 车 (qa, as，…,a,) =1. 就 叫做 a ， 
m,…,qs 互 质 (也 叫做 互 素 ) .这 个 数 叫 互 
质数 ( 互 素数 ) . 

特别 地 ,1 和 任何 整数 互 质 : 相 邻 两 个 整 
数 互 质 : 相 邻 两 个 奇数 互 质 :对 质数 p. 若 
不 能 整除 a 则 p 与 a 互 质 . 

车 (a,)=1. 则 

(a +b,a) =1,(a +b,ab) =1. 

G3) 若 (a,5) =1,al tr, 则 al c. 

(4) 若 a] c,b| ec,(a,b) =1, 则 abl c. 

(5) 若 (a,b) =1. 则 (b,ac) =(b,0). 

(0 车 (a.b) =1.,c| a. 则 (cb) =1. 

(7 车 (a,b) =1. 则 (a.,5) =1. 

(8) 若 a ,am , …,au 中 的 每 一 个 与 bh ， 
hb ,…,b 中 的 每 一 个 互 质 , 则 

(aa wan ,hb bh) =1. 

2. 欧 拉 函 数 

定义 :小 于 m 且 与 m 互 质 的 正 整 数 的 个 
数 叫做 欧 拉 (Euler) 函数 , 记 作 $(m) . 


若 m= LE ; 则 

ww-m 试 !-. 
其 中 p 是 质数 ,a, 是 正 整数 (i=1,2,…， 
nD). 

当 m 为 质数 时 ,$(m) = m- 1. 

性 质 

(D $(m) 是 积 性 函数 , 即 (a ,5b) =1, 则 

$(a) $(b) = $(ab). 

(3 车 p 是 质数 则 


$(D =p-1.8(p) =p -pl. 
@， 设 m= 场记 下 则 


| 
oo- 让- 涪 [ 司 

全 设 十. 四,…ara 是 严 的 所 有 正 约 
数 则 

7 

834) 一 出- 

3. 欧 拉 定 理 和 费 马 小 定理 

(ID 欧 拉 定 理 


设 m 汉 . 且 (a.m) =1.8(m) 为 欧 拉 函 
数 则 

aka (mpd 由- 

人) 费 马 (Fermat) 小 定理 

设 p 是 质数 , 且 (a.,p) =1 则 

qd! (md p). 

注 : 费 马 小 定理 是 欧 拉 定理 当 m 为 质数 
时 的 特例 

4. 孙子 定理 

设 mm ,m ,…, ms 是 上 个 两 两 互 质 的 正 
整数 . 则 同 余 式 组 

x Sh (md m) . 

x Sh (md ma) . 

x Sh (md m,) 
有 唯一 解 

x=M Mh+ Mh+ "+ MM (md M) 

其 中 ,M= mm me ， 

M =M .i=1 .2,0k, 

Mm 
MiM: SI (nod m) ,i=12， 
注 :孙子 定理 又 叫 中 国 剩余 定理 . 
(本 刊 资料 室 ) 


7 奇数 和 偶数 


1. 若 一 个 整数 能 被 2 整除 , 则 这 个 整数 叫 偶 
数 ; 若 一 个 整数 被 2 除 余 1, 则 这 个 整数 叫 奇数 - 

奇数 集合 和 局 数 集合 部 趾 以 2 为 借 的 辣 余 类 

2. 奇数 个 奇数 的 和 或 差 ) 是 奇数 ,偶数 
个 奇数 的 和 /或 差 ) 是 偶数 . 

任意 多 个 偶数 的 和 /或 差 ) 为 偶数 . 

一 个 奇数 与 一 个 偶数 的 和 (或 差 ) 是 页 数 

两 个 整数 的 和 与 差 有 相同 的 奇偶 性 

3. 任意 多 个 奇数 的 积 是 奇数 . 

若 任 意 多 个 整数 中 至 少 有 一 个 偶数 , 则 
它们 的 积 是 偶数 . 


8 完全 平方 数 


1 车 a 是 整数 , 则 叫做 a 的 完全 平方 数 

2. 完全 平方 数 的 个 位 数 只 能 是 0,1,4， 
5,6,9. 

3. 奇数 的 平方 的 十 位 数 是 偶数 . 

4. 个 位 数 是 5 的 平方 数 ,其 十 位 数 是 2 
百 位 数 是 偶数 . 

5. 如 果 一 个 完全 平方 数 的 个 位 数 是 6， 


那么 , 它 的 十 位 数 是 奇数 . 

6. 偶 数 的 平方 能 被 4 整除 ;奇数 的 平方 
被 4 除 余 1 

7. 偶 数 的 平方 被 8 除 余 0 或 4; 奇 数 的 平 
方 被 8 除 余 1. 

8. 若 一 个 整数 能 被 3 整除 , 则 这 个 数 的 
平方 能 被 3 整除 ; 若 一 个 整数 不 能 被 3 整除 ， 
则 这 个 数 的 平方 被 3 除 余 1 

9. 若 一 个 整数 能 被 5 整除 , 则 这 个 数 的 
平方 能 被 5 整除 ; 若 一 个 整数 不 能 被 5 整除 ， 
则 这 个 数 的 平方 被 5 除 余 +1 或 - 1. 

10. 把 完全 平方 数 的 各 位 数码 相 加 ,如 果 
所 得 到 的 和 不 是 一 位 数 ,再 把 这 个 和 的 各 位 
数码 相 加 ,直到 和 是 一 位 数 为 止 , 这 个 一 位 数 
只 能 是 0,1,4,7,9. 

11. 两 个 相 邻 完全 平方 数 之 间 不 可 能 有 
完全 平方 数 

12. 完全 平方 数 的 所 有 正 约 数 个 数 为 奇 
数 ,并 且 反 过 来 也 成 立 . 

13. 如 果 质 数 p 是 一 个 完全 平方 数 的 约 
数 ,那么 , 巴 也 是 这 个 完全 平方 数 的 约 数 . 

(本 刊 资料 室 ) 


9 ”整数 的 可 除 性 特征 


1. 一 个 整数 能 被 2 整除 的 充分 必要 条 件 
是 这 个 数 的 个 位 数 是 偶数 . 

2. 一 个 整数 能 被 4 整除 的 充分 必要 条 件 
是 这 个 数 的 末 两 位 数 能 被 4 整除 - 

3. 一 个 整数 能 被 5 整除 的 充分 必要 条 件 
是 这 个 数 的 个 位 数 是 0 或 5 

4. 一 个 整数 能 被 3 整除 的 充分 必要 条 件 
是 这 个 数 的 各 位 数字 之 和 能 被 3 整除 . 

5. 一 个 整数 能 被 " 整除 的 充分 必要 条 件 
是 这 个 数 的 各 位 数字 之 和 能 被 9 整除 - 

6. 一 个 整数 能 被 11 整除 的 充分 必要 条 
件 是 这 个 数 的 奇 位 数字 之 和 与 偶 位 数字 之 和 
的 差 能 被 11 整除 . 

7. 一 个 整数 能 被 0n - 1(n 为 正 整 数 ) 
整除 的 充分 必要 条 件 是 把 这 个 数 的 个 位 数 截 
去 之 后 .再 加 上 这 个 个 位 数 的 n 信 , 它 的 和 
能 被 10n - 1 整除 . 即 把 4 写成 4=10x+y， 
y Et0.1.…:9} , 则 

(10n- DI 4 “10n- D)| (x+ m). 

由 此 可 判断 整数 4 能 否 被 9 .19 ,29 ,39， 
“整除 - 

8. 一 个 整数 能 被 0n + 1(n 为 正 整数 ) 
整除 的 充分 必要 条 件 是 把 这 个 数 的 个 位 数 截 
去 之 后 ,再 减 去 这 个 个 位 数 的 n 售 , 它 的 差 
能 被 10n+1 整除 . 即 把 4 写成 4 =10x+y， 
y €{0.1,…,9} , 则 

(10n+D| A410n+D)| (x- wm). 

由 此 可 判断 整数 4 能 否 被 11 .21.31 
41,… 整 除 . 


10 十 进 制 记 数 法 

1. 数 4 的 十 进 制 表示 为 

4= yi0', 
其 中 am E10,1,…,9} ,i=0,1,'…,n-1,a, 
Et1.2.…:9} 

2.4 的 n 次 惫 的 个 位 数 等 于 4 的 个 位 数 
的 次 乔 的 个 位 数 . 即 

A” =a; (md 10) . 

3.4" 的 个 位 数 以 4 为 周期 循环 出 现 . 


4.44 与 它 的 各 位 数字 之 和 5(4) = 2 
关于 模 9 同 余 , 即 


4 = Yh (ene 9). 

5.4 的 各 位 数字 之 和 5() = js 满足 

S(4+B8) <S(4) +S(B) ， 

S(4B) <S(4)S(B) 

6 .着 < 和， 为 任意 非 负 整数 , 则 了 
的 小 数 展开 式 是 有 限 的 . 

7. 若 士 具有 有 限 小 数 展开 式 . 则 n= 
2 x5" ,其 中 a、5 为 非 负 整数 . 

8 .在 二 的 十 进 制 小 数 展开 式 中 ,循环 节 
长 不 大 于 n- 1. 

9 .着 (n.10) = 1 则 二 的 循环 节 长 为 rr 
是 满足 

10 村 (md 让 


的 最 小 正 整数 . 
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11 大 进 制 记 数 法 


1. 设 上 之 为 任 一 整数 ( 称 为 基 ) , 则 任 一 
十 进 制 整数 4 可 唯一 地 用 基 上 表示 , 即 可 写 
成 如 下 的 形式 : 

有 = 出 二 出 上 + 由 愉 填 a Dat 
其 中 a E{0,1 ,5k- 1} ,i=0,1,",n-1, 
d, €{12,.°,k- 1}. 

2.4 的 上 进 制 表示 可 记 为 

(dd 

3. 设 8 为 正 的 纯 小 数 . 则 8 可 以 唯一 地 
用 基 上 表示 , 即 可 写成 如 下 的 形式 : 

B= dk +dak ttd ok "+. 
其 中 a. E{0,1 ,RR- 1 ,i=12,.,n 

注 :车 8B 为 有 限 小 数 . 则 上 式 为 有 限 项 ; 
若 B 为 无 限 小 数 . 则 上 式 为 无 限 项 . 


12 不 定 方程 


1. 二 元 一 次 不 定 方程 me+ =e 

(D) 不 定 方程 ar + 多 = c(a、b、c 为 整 
数 ) 有 整数 解 的 充分 必要 条 件 是 (a .5b)| c-. 

(2) 荐 (a,5) =1, 且 (xo ,mm) 是 不 定 方程 
a + 妃 =c 的 一 组 整数 解 . 则 

X=w+ 引 ,y= yo- at(t 是 整数 ) 
是 方程 的 全 部 整数 解 . 

2. 不 定 方程 x + y= = 的 整数 解 

(DD 若 x=a,y=b,z=c(a、b\c 为 正 整 


狗 是 方程 + 洲 =2z 的 一 组 解 , 且 (a. 思 ) 
=1 ,就 称 这 组 解 为 方程 的 一 组 基本 解 . 

(车 x= ay= 5.== ec 为 方程 己 + 全 
= 了 的 一 组 基本 解 则 a 和 5 中 恰 有 一 个 为 
偶数 ,c 为 奇数 . 

G3) 设 x=a,y=5,z=c 为 方程 + 六 
= 的 一 组 基本 解 , 且 假定 a 是 偶数 , 则 存 
在 正 整数 m 和 n,m>n,(m,) =1, 且 m 二 
n(mod 2) ,使 得 

a=2mn,b=m- ,c=m+n. 

(车 a=2mn,b=m- ,c=m+ 
六 , 则 a、b、c 是 + 六 = 的 一 组 解 ;如 果 
还 有 m> n>0,(m.n) =1 和 m 兰 n(nmpd 2) ， 
则 a、b、e 就 是 方程 的 一 组 基本 解 . 

3. 佩 尔 (PelD) 方程 

(方程 - gy =1(d 为 给 定 的 正 整 
数 ) ,叫做 佩 尔 方程 . 

(3) 无 论 4 取 什 么 值 .x= 吉 ,y=0 是 佩 
尔 方程 的 解 ,这 组 解 称 为 佩 尔 方程 的 平凡 解 . 

(3) 设 a>0 是 一 个 非 平方 数 . 则 佩 尔 方 
程 x - dv? =1 有 无 穷 多 个 不 同 的 整数 解 . 

(9 设 n>0,(m ,m) 是 佩 尔 方程 x - 
中 =1 的 一 个 解 ,又 设 x 与 y。 由 下 式 定义 

Ca- Nam) "= x /dy,, 
则 (x ,m) 是 佩 尔 方程 -dr = 1 的 一 个 
解 . 

(本 刊 编辑 部 ) 


13 整 点 


在 平面 直角 坐标 系 中 . 模 ` 纵 坐标 均 为 整 
数 的 点 叫做 整 点 , 整 点 也 叫 格 点 - 类 似 地 .可 
定义 空间 直角 坐标 系 中 的 整 点 - 

1. 整 点 多 边 形 的 面积 公式 

项 点 都 在 整 点 上 的 简单 多 边 形 ( 即 不 自 
交 的 多 边 形 ) ,其 面积 为 5 ,多边形 内 的 整 点 
数 为 N ,多 边 形 边 上 的 整 点 数 为 工 则 


Ss=N+ 二 - 下 


2. 正方 形 内 的 整 点 

(1) 各 边 均 平行 于 坐标 轴 的 正方 形 .如 果 
内 部 不 合 整 点 . 它 的 面积 最 大 是 1. 

(2) 内 部 不 合 整 点 的 正方 形 面积 .最 大 是 
国 

(3) 内 部 只 合 一 个 整 点 的 最 大 正方 形 面 
积 是 4. 

3. 圆 内 整 点 问题 

设 4 (人 表示 区 域 + 六 二 上 的 整 点 
数 .~ 是正 实数 则 

5 
A(D -1+4[71+4 3 J 5] 


或 4(D=1=4[7] 8 J 天 
A(n [如 本 7 -3 了] 
其 中 .[ zx] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 


此 外 . 当 充分 大 时 .区域 交 + 六 生产 
上 的 格 点 数 4( 放 接近 于 rr 

4. 不 存在 整 点 正三 角形 . 

5. 当 n 沪 时 ,不 存在 整 点 正 n 边 形 . 


14 函数 [x] 


1. 定 义 
设 x ER, 则 [x] 表 示 不 超过 x 的 最 大 整 


2. 函数 [x] 的 性 质 

(Dy=[x] 的 定义 域 为 实数 集 RR, 值 域 
为 整数 集 Z. 

(Dxr=[x]+r,0 <r<l. 

(3)x-1<[x] <x<[x]+1. 

(4)y=[x] 是 广义 增 函 数 , 即 当 mm 二 mm 
时 ,[xi] 气 x] 成 立 . 

(5) 设 n EZ 则 [n+x]=n+[x]. 


(OF pa > ]- 


(四 对 正 实数 x ,x ,…,x。 有 
LIE1® LE*]. 
特别 地 ,对 正 数 x 及 正 整 数 n 有 


[x Sx Lx] SKA. 
(8) 对 正 实数 x.y 有 


加 < 
| 
(9) 设 "为 下 整数, 则 


国 -[ 司 . 
n 
(10) 对 整数 x ,有 [ - x]= - [x]; 
对 非 整数 x .有 [ - x]= - [x]- 1. 
(1D 对 正 整数 m 和 ,不 大 于 m 的 mn 的 


信 数 共有 世 个. 


(12) 函数 {z} 定 义 为 实数 x 的 正 的 纯 小 
数 部 分 . 即 {x} = x- [zx]. 

y= {x} 还 有 如 下 一 些 性 质 : 

() {x} EOD. 

(加 {x} 是 以 1 为 最 小 正 周期 的 周期 函 
数 . 

Ga) {nx = {x} (n 为 整数 ). 

(13) 设 p EN, 满 足 2*| (2”) ! 的 4 的 最 
大 值 为 M=2” - 1. 

由 (1D 知 


几何 部 分 
1 平面 几何 


1.1 三 角形 的 性 质 

设 A4BC 的 三 边 长 分 别 为 a、b、c ,三 个 
内 角 分 别 为 4、8B、C, 内 切 圆 、 外 接 圆 和 三 个 
旁 切 圆 的 半径 分 别 为 r.R、n、n 、n , 半 周 长 
为 p, 三 条 高 线 长 分 别 为 h。、h、h ,三 条 中 
线 长 分 别 为 m。、mw ,me ,三 条 角 平分 线 长 分 
别 为 ih\t ,ZL4 的 外 角 平 分 线 长 为 如 : 边 
BC 上 的 斜 高 为 . 斜 高 与 BC 的 夹 角 为 4 . 面 
积 为 5. 内心 ,外 心 重心、 垂 心 分 别 为 I、O、 
G、 也 ,三 个 旁 心 分 别 为 五 五、 大 
1.1.1 正弦 定理 


二 


nA snB sn C™ 2R 


2 2 


=27- 1. 
15 阶 数 与 原 根 


1. 阶 数 定义 
当 (a.m) =1. 有 最 小 正 整数 4 使 
3 (md m) ， 
且 4a! (md m ,0<k<m, 
则 4 叫做 a 关于 m 的 阶 数 . 
由 欧 拉 定理 得 4 < (m) ,A $(m). 
2. 原 根 定义 
如 果 \4= 多 (m) ,叫做 a 关于 模 m 的 阶 
数 是 $(m) ,此 时 ,a 叫做 m 的 原 根 . 
3. 阶 数 4 的 性 质 
(D 如 果 a 关于 m 的 阶 数 是 4 .那么 ,a ， 
qa .…,d"! 中 , 任 两 数 关于 模 m 不 同 余 . 
(四 车 4 是 关于 m 的 阶 数 . 则 满足 
a (mpd m) 
的 :都 有 +t. 


+2+1 
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1.1.2 余 弦 定 理 

P= + -2bcos dA, 
-2cacos B, 
C=a+H-2abcos C. 


1.1.3 三 角形 的 面积 公式 


abe _ ym. i 
IR=2RsinAsinB sinC 
=E(sn24+sin2B+sin20) ; 


(Ws- SinBsnC., bsinCind 
2sin(B+ O ~ 2sn(C+4) 


cindsinB. 
2sin(4+B) * 
(5) 海 伦 (Heron) 公式 
S= Wp(p- o) (p- b)(p- o):; 


4 卫 Ea 


(OS=7| oth +oot ?+eot |; 


Ms=p=(p- Mn 

=(p- Dn=(p- om. 
1.1.4 若 两 个 三 角形 相似 . 则 面积 比 等 于 相 
似 比 的 平方 ;车 两 个 三 角形 有 一 条 边 相 等 , 则 
面积 比 等 于 对 应 边 上 高 的 比 或 斜 高 的 比 ; 若 
两 个 三 角形 有 一 条 高 相等 . 则 面积 比 等 于 高 
对 应 的 边 的 比 . 


n =4Rsin 
n=4Reos 
n=4Reos 4 os 
n+tnt+n=r+4R. 

1.1.6 LB1c-0 + 全 ,Lao + 旦 ， 
LB -9%0' + EE, LBh c=-%0'- 4, 


LhA =%0'- LE. LA B=9%0- hE. 

1.1.7 由 顶点 4、8、C 引 出 的 内 切 圆 的 切线 
长 分 别 为 p- a、p- 5b、p- c: 所 对 角 内 的 旁 
切 圆 的 切线 长 为 p: 点 BC 到 ZL4 内 的 旁 切 
圆 的 切线 长 分 别 为 p- cp- 5; 点 C\4 到 
LB 内 的 旁 切 圆 的 切线 长 分 别 为 p- a、p - 
ce; 点 4.8 到 LC 内 的 旁 切 圆 的 切线 长 分 别 
为 p- bp- a. 
1.1.8 若 4 与 A4BC 的 外 接 圆 交 于 点 D, 则 
DI= DB = DC= DH , 即 I\8、C、 四 点 共 
圆 .圆心 为 D: 若 在 线段 4D 及 其 延长 线 上 存 
在 点 I^H ,满足 DI'= D8 = DC= DI . 则 1'、 
五 分 别 为 A4BC 的 内 心 和 ZL4 内 的 这 心 . 


1.1.9 ZBOC=2 L4 ,L004=2 LB, 
L408 =2 LC. 
1.1.10 阿 基 米 德 (Archimedes) 定理 
三 角形 三 条 中 线 交 于 一 点 G( 重 心 ) . 且 
G 到 顶点 的 距离 等 于 这 个 顶点 向 对 边 所 作 中 
线 长 的 之. 
.11 帕 普 斯 (Pappus) 定理 (中 线 公 式 ) 
i = 二 .FF+2c2- a, 


次 


i i bp(p- a) 
=rb ap(p- 9- 
1.1.13 t= 二 Vi(p- Wp- 9 


1.1.14 LBHC=180°- L4， 
LCH =180 - LB, L4B =180 - LC. 
1.1. 15 锐角 三 角形 的 垂 心 是 其 垂 足 三 角形 
的 内 心 印 角 三 角形 的 垂 心 是 其 垂 足 三 角形 
的 旁 心 :锐角 三 角形 的 三 个 项 点 是 其 垂 足 三 
角形 的 旁 心 . 
1.1.16 ABHC、ACHI、A4HB 的 外 接 圆 半 
径 都 等 于 R. 
1.1.17 卡 诺 (Carmt) 定理 
ABHC、ACH1、AdHB 的 垂 心 分 别 为 
A\BC. 
1.1.18 设 4 交 8C 于 点 D , 交 A4BC 的 外 接 
圆 于 点 K, 则 ED= DK 
1.1.19 设 4H、BH、CH 分 别 交 BC、C4、4B 于 
D、E、F. 则 
AH ‘HD= BH :HE= CH HF. 
1.1.20 设 边 BC 的 中 点 为 工 , 则 48 i . 且 
4H=2CQL =2 Reos 4. 
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1.2 多 边 形 的 性 质 


1.2.1 n 边 形 内 角 和 等 于 (n- 2)x- 
1.2.2 四 边 形 面积 公式 
(D 拢 形 
S= ab(a、b 分 别 为 矩形 的 邻 边 的 长 ) : 
(2) 平行 四 边 形 
S= ah= absin 9(a、b 分 别 为 平行 四 边 
形 的 邻 边 的 长 .9 是 这 两 条 边 的 夹 角 , 为 底 
边 a 上 的 高 ) ; 
(3) 梯形 


S= 寺 Ca+ 日 ia. 分别 为 L\ 下 底 的 


长 .1 为 高) : 

人 任意 四 边 形 

S = 十 mnsin $(m、n 分别 为 两 条 对 角 线 
的 长 .6 为 对 角 线 的 夹 角 ) : 

(C) 贝 利 契 纳 德 Bretsehneide9 面积 公式 
了 而 
(mwn 分 别 为 两 条 对 角 线 的 长 ,a、b、e、a 为 
四 条 边 的 长 ) ; 

(加 内 接 四 边 形 

S= /(p- )(p- bl(p- dlp- qd) 
(p 为 半 周 长 ,a、b、e、q 为 四 条 边 的 长) ; 

(7) 国外 切 四 边 形 


S= Vabedsin 和 4 二 5(a、b、e、d 为 四 条 


边 的 长 ) ; 
(8) 双 心 四 边 形 ( 既 有 内 切 回 又 有 外 接 贺 
的 四 边 形 ) 
S= Wabcd(a、bvc、d 为 四 条 边 的 长 ) . 
1.2.3 贝 利 契 纳 德 关于 四 边 形 的 余弦 定理 
设 a、b、e、d 为 四 条 边 的 长 ,m、n 分 别 
为 两 条 对 角 线 的 长 则 有 
mm=ac+rhd-2abdos (4+ O. 


S=T amn- (a- b+e- 


1.2.4 在 周 长 一 定 的 n 边 形 的 集合 中 , 正 n 
边 形 的 面积 最 大 . 
1.2.5 在 周 长 一 定 的 简单 闭 曲线 的 集合 中 ， 
圆 的 面积 最 大 - 
1.2.6 在 面积 一 定 的 " 边 形 的 集合 中 . 正 n 
边 形 的 周 长 最 小 - 
1.2.7 在 面积 一 定 的 简单 闭 曲 线 的 集合 中 ， 
圆 的 周 长 最 小 - 
1.3 重要 定理 和 极 值 

(D 梅 涅 劳 斯 (Menelaus) 定理 

一 直线 与 AdBC 的 三 边 BC、Ci 、4B 或 
延长 线 分 别 交 于 点 车 .了 、2. 则 

AZ BE CF 

2B XC 型 

(2) 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 

设 、 了 、Z 分 别 是 A4BC 的 三 边 BC、 


i AZ BT CT 
C4 ,4B 或 延长 线 上 的 点 . 若 -下 =1， 
则 X、 了 、2 三 点 共 线 ( 梅 涅 劳 斯 线 ) . 
G) 塞 瓦 (Ceva) 定理 
设 P 为 A4BC 内 一 点 ,直线 4P、BP、CP 
分 别 与 边 BC、Ci 、4B 交 于 点 D、E、F. 则 


AE BD CEI 
FBDC HH - 


(4) 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 
设 D、E、 下 分 别 是 A4BC 的 三 边 BC、 


C4 4B 上 的 点 者 荣 好 种 -1 则 加 、 


BE、CF 三线 交 于 一 点 ( 塞 瓦 点 ) - 
(G) 托 和 勒 密 (Polemy) 定理 
若 四 边 形 4BCD 为 圆 内 接 四 边 形 则 有 
AB :CD+BC.Di=4C.BD. 
(6) 托 勒 密 定理 的 逆 定理 
车 四 边 形 4BCD 满足 
AB ‘D+ BC D4 = AC BD., 
则 四 边 形 4BCD 为 圆 内 接 四 边 形 . 
(7 广义 托 勒 密 定理 


在 四 边 形 48CD 中 ,有 

AB CD+ BC D4 SAC BD, 
等 号 成 立 的 条 件 当 且 仅 当 四 边 形 4BCD 为 贺 
内 接 四 边 形 . 

(8) 西 姆 松 (Simson) 定理 

设 A4BC 外 接 回 上 任意 一 点 P 在 三 边 
BC、C4、4B 上 的 投影 为 D、E、F 则 D、E、F 
在 一 条 直线 ( 西 姆 松 线 ) 上 . 

(9) 西 姆 松 定理 的 逆 定 理 

设 A4BC 所 在 平面 上 一 点 P 在 三 边 BC、 
C1、4B 上 的 投影 为 D、E、F. 若 D、E、F 三 点 
共 线 则 P 在 AdBC 的 外 接 回 上 . 

(10) 费 马 (Fermat) 问题 

到 A4BC 三 顶点 距离 之 和 最 小 的 点 
一 - 费 马 点 F. 当 A4BC 的 最 大 角 小 于 120” 
时 点 F 关 于 三 边 BC、C4、4B 的 张 角 均 为 
120 ; 当 A4BC 的 最 大 角 大 于 120 时 ,点 F 即 
为 最 大 角 的 项 点 - 


(11) 到 AdBC 三 顶点 距离 的 平方 和 最 小 
的 点 一 重心 G. 

卡 诺 (Carmpt) 定理 若 G 为 A4BC 的 重 
心 ,P 为 A4BC 所 在 平面 上 任意 一 点 . 则 

Bl- FB: + PC 

=G -B+GC +3PG 

>GD + B+ GO; 

莱 布 尼 兹 Leibnitz) 公 式 若 G 为 AdBC 
的 重心 , P 为 A4BC 所 在 平面 上 任意 一 点 ， 
则 

B+ FB:+ PC 

-3PG+ 二 (c++re)， 
其 中 ea\b\c 分别 为 A4BC 的 三 边 边 长 . 

(12) A4BC 内 到 三 边 距离 之 积 最 大 的 点 
一 重心 G 
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